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ABSTRAK. Dalam tulisan ini diturunkan persamaan gerak gelom-
bang internal di laut dengan menggunakan suatu formulasi La-
grange. Persamaan yang diperoleh berupa persamaan Korteweg-
de Vries (KdV) untuk perairan yang dangkal. Selain itu diper-
oleh pula persamaan Benjamin-Ono (BO)untuk laut yang memiliki
kedalaman yang sangat besar.
Kata Kunci: formulasi Lagrange, persamaan KdV, persamaan BO.
1. Pendahuluan
Gelombang internal adalah gelombang yang terjadi di bawah per-
mukaan laut sehingga tidak teramati secara kasat mata. Keberadaan
gelombang internal disebabkan oleh perbedaan rapat massa air laut di
setiap lapisan. Perbedaan rapat massa disebabkan oleh perbedaan suhu
dan kadar garam. Sama seperti gelombang permukaan air yang meru-
pakan gelombang pada batas antara dua fluida dengan rapat massa
yang berbeda, yaitu air dan udara, gelombang internal merupakan
gelombang pada batas antara dua lapisan air dengan rapat massa
berbeda. Gelombang permukaan dan gelombang internal sering dise-
but sebagai gelombang gravitasi, karena restoring force-nya adalah gaya
gravitasi.
Dalam fluida dengan rapat massa yang berubah terhadap kedala-
man, gelombang internal dapat diamati sebagai tempat kedudukan
partikel-partikel fluida yang memiliki rapat massa yang sama, yang
disebut isopycnal. Isopycnal dapat digunakan sebagai peubah yang
dikenal sebagai peubah Lagrange [1]. Persamaan dasar (governing
equation) fluida ideal dalam formulasi Lagrange telah digunakan oleh
Grimshaw (1981)[3] untuk menurunkan persamaan Korteweg-de Vries
(KdV) bagi gelombang internal pada fluida dengan kedalaman yang
dangkal dan persamaan Benjamin-Ono (BO) untuk kedalaman yang
49
50 JAHARUDDIN
cukup besar, namun dalam proses penurunannya membutuhkan koordi-
nat ray yang relatif rumit. Penurunan yang lebih sederhana dilakukan
oleh Grimshaw (1981) [5] yang menurunkan persamaan BO dan oleh
Gear dan Grimshaw (1983) [4] yang menurunkan persamaan KdV, na-
mun peubah-peubah dalam formulasi Lagrange yang digunakan tidak
bergantung pada waktu. Metode yang digunakan dalam penurunan
persamaan-persamaan tersebut adalah metode asimtotik, yaitu suatu
metode yang menggunakan uraian asimtotik pada peubah-peubah tak
bebasnya [8]. Metode asimtotik digunakan juga oleh Lamb dan Yan
(1996)[12] untuk menurunkan persamaan KdV dengan rapat massa
yang hampir konstan, sedangkan pengaruh arus dalam arah horizontal
pada persamaan KdV ini dibahas oleh Pelinovsky, Polokhina dan Lamb
(2000)[13]. Penurunan persamaan KdV yang lebih umum, yaitu meng-
gunakan persamaan dasar fluida ideal dalam formulasi Lagrange den-
gan peubah-peubah yang bergantung pada waktu dan melibatkan arus
dalam arah horizontal dan rapat massa sembarang telah dikerjakan
oleh Grimshaw, Pelinovsky dan Polokhina (2001)[7]. Dalam tulisan
ini, penurunan persamaan KdV ditinjau kembali dan dituliskan secara
lebih rinci dan transparan memakai peubah Lagrange dan mengikuti
alur dalam paper [7]. Selanjutnya untuk kedalaman yang cukup besar,
dengan cara serupa diturunkan persamaan BO, hasil ini tidak tercakup
dalam paper [7].
Dalam beberapa literatur, persamaan KdV dan persamaan BO telah
diturunkan sebelumnya dengan menggunakan metode asimtotik, na-
mun memakai peubah Euler. Persamaan dasar fluida ideal dalam for-
mulasi Euler digunakan oleh Benney (1966)[2] untuk menurunkan per-
samaan KdV untuk gelombang yang cukup rendah (rather low) dan
cukup panjang (rather long). Koefisien-koefisien persamaan KdV yang
diperoleh Benney bergantung pada rapat massa fluida. Lee dan Beard-
sley (1974)[11] mengikuti prosedur yang dilakukan Benney, yaitu den-
gan metode asimtotik, menurunkan persamaan KdV dan melibatkan
adanya arus dalam arah horizontal. Koefisien persamaan KdV yang
diperoleh bergantung pada rapat massa fluida dan kecepatan arus dalam
arah horizontal. Ono (1975)[14] menurunkan persamaan BO dari per-
samaan dasar fluida ideal dalam formulasi Euler. Persamaan yang lebih
umum dan meliputi persamaan KdV dan persamaan BO untuk gelom-
bang internal telah diturunkan oleh Kubota, Ko dan Dobbs (1978)
[10], yang disebut persamaan Intermediate Long Wave (ILW). Un-
tuk kedalaman yang dangkal, persamaan ILW tereduksi menjadi per-
samaan KdV, sedangkan untuk kedalaman yang cukup besar, menjadi
persamaan BO. Jaharuddin dan Pudjaprasetya (2002) [9] juga memper-
oleh persamaan ILW yang sama dengan menerapkan langsung metode
asimtotik yang sedikit berbeda. Persamaan KdV dan persamaan BO
dalam formulasi Euler ini diharapkan ekivalen dengan persamaan KdV
dan persamaan BO yang diturunkan dalam tulisan ini.
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Sesuai dengan tujuan pembahasan di atas, urutan pembahasan dim-
ulai dengan memformulasikan persamaan dasar fluida ideal ke dalam
bentuk formulasi Lagrange. Penurunan persamaan gerak untuk fluida
dangkal dan fluida dalam diturunkan pada bagian selanjutnya. Sedan-
gkan kesimpulan akan diberikan pada bagian akhir.
2. Formulasi Lagrange
Dalam bagian ini diturunkan persamaan dasar dalam formulasi La-
grange dari persamaan dasar dalam formulasi Euler untuk fluida ideal
yang dituliskan sebagai berikut:
ρt + uρx + wρz = 0,
ux + wz = 0,
ρ(ut + uux + wuz) + px = 0, (2.1)
ρ(wt + uwx + wwz) + pz + ρg = 0
pada seluruh domain fluida dan syarat batasnya berbentuk
w = 0 di z = −h,
ηot + uηox = w di z = ηo(x, t), (2.2)
p = 0 di z = ηo(x, t).
Misalkan simpangan vertikal partikel fluida dari posisi kesetimbangan-
nya dinotasikan oleh ζ(x, z, t), maka
w =
Dζ
Dt
. (2.3)
Rapat massa fluida sebagai akibat dari perpindahan partikel fluida dari
posisi kesetimbangannya ke dalam keadaan terganggu, menjadi
ρ(x, z, t) = ρo (z − ζ(x, z, t)) (2.4)
dan tekanan p dinyatakan dalam bentuk
p(x, z, t) = po(z) + q(x, z, t)
dengan po(z) menyatakan tekanan pada keadaan setimbang yang dalam
keadaan hidrostatik poz = −gρo.
Selanjutnya, apabila Z menyatakan posisi vertikal partikel fluida
pada keadaan setimbang, maka berdasarkan Persamaan (2.4), per-
mukaan isopycnal, yaitu ρ(x, z, t) = konstan, dinyatakan sebagai
z = Z + ζ(x, z, t). (2.5)
Peubah bebas Z merupakan peubah Lagrange. Persamaan (2.5) me-
nunjukkan bahwa z bergantung pada x, Z dan t sehingga dapat dit-
uliskan
f(x, z, t) = f(x, z(x, Z, t), t) ≡ F (x, Z, t)
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dengan f dan F fungsi yang diketahui. Jadi diperoleh hubungan
fx = Fx − FZζx, fz = FZ(1− ζz), ft = Ft − FZζt. (2.6)
Jika dituliskan ζ(x, z, t) = ξ(x, Z, t), u(x, z, t) = U(x, Z, t), w(x, z, t) =
W (x, Z, t) dan q(x, z, t) = Q(x, Z, t), maka dengan menggunakan (2.6),
Persamaan dasar (2.1) menjadi
Ux +WZ −
1
1 + ξZ
(UZξx +WZξZ) = 0,
ρo(Z)(Ut + UUx) +Qx −
1
1 + ξZ
QZξx = 0,(2.7)
ρo(Z)(Wt + UWx) +
1
1 + ξZ
QZ + g(ρo(Z)− ρo(Z + ξ)) = 0.
Berdasarkan Persamaan (2.3), diperoleh komponen vertikal dari ke-
cepatan W dalam bentuk
W = ξt + Uξx. (2.8)
Dari Persamaan (2.2) dan (2.8), syarat batas kinematik di permukaan
fluida z = ηo(x, t) menghasilkan ξ = ηo. Selanjutnya, Syarat batas
(2.2) menjadi
ξ = 0 di Z = −h,∫ ξ
0
gρo(z)dz = Q(x, Z, t) di Z = 0. (2.9)
Jika Q dieliminasikan dari (2.7), maka dengan menggunakan W dalam
(2.8), diperoleh persamaan berikut
(1 + ξZ)Ux + (∂t + U∂x) ξZ = 0
(ρo(Ut + UUx))Z + ξx
(
ρo(∂t + U∂x)
2ξ
)
Z
− (2.10)
(1 + ξZ)
(
ρo(∂t + U∂x)
2ξ
)
x
+ gρoZξx = 0
dan Syarat batas (2.9) menjadi
ξ = 0 di Z = −h,
gξx = −(Ut + UUx)− ξx (∂t + U∂x)
2 ξ di Z = 0. (2.11)
Persamaan (2.10) dengan Syarat batas (2.11) adalah persamaan dasar
dalam bentuk formulasi Lagrange untuk fluida ideal.
Untuk menyelesaikan Persamaan (2.10) dengan Syarat batas (2.11)
secara analitis, diperlukan beberapa asumsi berikut:
(1) Gelombang mempunyai panjang gelombang yang cukup pan-
jang dan pengamatan dilakukan untuk waktu yang cukup lama.
Pengertian panjang dan lama didasarkan pada pemilihan su-
atu parameter ǫ sehingga peubah fisis x dan t dapat dituliskan
dalam peubah yang baru X = ǫx dan T˜ = ǫt.
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(2) Gelombang internal yang ditinjau merambat hanya secara hor-
izontal dalam satu arah dengan koordinat berjalan θ = X−cT˜ .
(3) Amplitudo gelombang yang ditinjau cukup kecil, misalkan berorde
α. Jika amplitudo gelombang a dengan peubah waktu T˜ , maka
diasumsikan amplitudo a¯ = αa dengan peubah waktu τ = αT˜ .
Berdasarkan asumsi-asumsi di atas, Persamaan (2.10) menjadi
(cρoUθ)Z − gρoZξθ = F1,
Uθ − cξθZ = F2 (2.12)
dengan
F1 = −(ρo(αUτ + UUθ))Z + ǫ
2(1 + ξZ)(ρoF3)θ − ǫ
2ξθ(ρoF3)Z ,
F2 = −αξZτ − (UξZ)θ,
F3 = ((U − c)∂θ + α∂τ )
2 ξ,
sedangkan Syarat batas (2.11) menjadi
ξ = 0 di Z = −h,
gξθ = cUθ − (αUτ + UUθ + ǫ
2ξθF3), di Z = 0. (2.13)
Eliminasi U pada Persamaan (2.12) dan Syarat batas (2.13), mengubah
Persamaan (2.12) menjadi
(
c2ρoξθZ
)
Z
+ ρoN
2ξθ = G, −h < Z < 0 (2.14)
dengan G = − (cρoF2)Z−F1 dan N
2(Z) = −gρoZ/ρo, sedangkan Syarat
batas (2.13) menjadi
ξ = 0 di Z = −h,
gξθ = c
2ξθZ + cF2 + F4 di Z = 0 (2.15)
dengan F4 = −(αUτ + UUθ + ǫ
2ξθF3).
3. Persamaan gerak gelombang internal
Pada bagian ini akan diturunkan persamaan gerak bagi gelombang
internal dengan metode asimtotik terhadap Persamaan (2.14) dengan
Syarat batas (2.15). Penurunan persamaan-persamaan gerak tersebut
akan dipisahkan pada dua situasi berbeda. Situasi pertama, yang dise-
but fluida dangkal (Gambar 1.a), rapat massa fluida dalam keadaan
setimbang (ρo(z)) berubah secara kontinu terhadap z. Situasi ke-
dua, yang disebut fluida dalam (Gambar 1.b), rapat massa fluidanya
berubah secara kontinu sampai pada kedalaman tertentu dan selanjut-
nya rapat massanya hampir konstan.
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Gambar 1. Rapat massa ρo(z) untuk (a) fluida dangkal (b)
fluida dalam
3.1. Fluida dangkal. Berdasarkan asumsi (3), ξ = O(α). Bentuk
linear Persamaan (2.11) memberikan U−Uo = O(α). Untuk itu, uraian
asimtotik ξ dan U terhadap α dituliskan sebagai:
ξ = αξ1 + α
2ξ2 + · · ·
U = Uo(Z) + αU1 + α
2U2 + · · · (3.1)
dengan Uo(Z) kecepatan arus dalam arah horizontal pada keadaan se-
timbang. Jika Uraian asimtotik (3.1) disubstitusi ke dalam Persamaan
(2.14) dan Syarat batas (2.15), kemudian menyeimbangkan α dan ǫ2
(α = ǫ2) agar asumsi gelombang panjang dilibatkan, maka koefisien
α3/2 memberikan masalah nilai batas untuk ξ1 sebagai berikut(
ρo(Uo − c)
2ξ1θZ
)
Z
+ ρoN
2ξ1θ = 0, −h < Z < 0,
ξ1θ = 0 di Z = −h,
(Uo − c)
2ξ1θZ − gξ1θ = 0 di Z = 0.
Kemudian, jika dituliskan
ξ1(θ, Z, τ) = A(θ, τ)φ(Z) (3.2)
dengan fungsi A(θ, τ) akan ditentukan, maka diperoleh masalah nilai
batas untuk φ berikut(
ρo(Uo − c)
2φZ
)
Z
+ ρoN
2φ = 0, −h < Z < 0,
φ = 0 di Z = −h, (3.3)
(Uo − c)
2φZ − gφ = 0 di Z = 0.
Masalah nilai batas untuk φ pada Persamaan (3.3) dapat dipandang
sebagai masalah nilai eigen dengan nilai eigen c(n) dan fungsi eigen
φ(n) yang berkaitan, n = 0, 1, 2, · · · dengan c(n) > c(n+1). Mode per-
tama, yaitu pasangan (φ1, c(1)) yang akan digunakan, karena kecepatan
phase gelombang untuk mode ini yang terbesar dan fungsi eigennya
mempunyai satu nilai ekstrim di dalam domain fluida [7]. Karena per-
samaan diferensial dalam masalah nilai eigen di atas berbentuk linear,
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maka penyelesaian masalah nilai eigen tersebut memuat perkalian den-
gan hanya satu konstanta. Konstanta ini dipilih sedemikian sehingga
fungsi φ bernilai satu pada titik ekstrimnya (φ(Zm) = 1). Pemilihan
ini menyatakan bahwa A(θ, τ) merupakan simpangan vertikal partikel
fluida di Z = Zm.
Untuk menentukan A(θ, τ) perlu ditinjau orde selanjutnya. Pada
orde selanjutnya, yaitu koefisien α5/2, diperoleh masalah nilai batas
berikut (
ρo(Uo − c)
2ξ2θZ
)
Z
+ ρoN
2ξ2θ = F, −h < Z < 0
ξ2θ = 0 di Z = −h, (3.4)
(Uo − c)
2ξ2θZ − gξ2θ = M di Z = 0
dengan
F = −2 (ρo(Uo − c)φZ)Z Aτ + 3
(
ρo(Uo − c)
2φ2Z
)
Z
AAθ
−ρo(Uo − c)
2φAθθθ, (3.5)
M = −2(Uo − c)φZAτ + 3(Uo − c)
2φ2ZAAθ.
Syarat keterselesaian bagi Masalah nilai batas (3.4) adalah∫ 0
−h
FφdZ = ρo(Uo − c)
2(ξ2θZφ− ξ2θφZ) |
Z=0
Z=−h (3.6)
dengan φ dan ξ2 berturut-turut penyelesaian Masalah nilai batas (3.3)
dan (3.4). Jika bentuk F pada Persamaan (3.5) disubstitusi ke dalam
Persamaan (3.6), maka diperoleh persamaan berikut
Aτ + µAAθ + δAθθθ = 0 (3.7)
dengan µ dan δ berturut-turut memenuhi
µ =
3
∫ 0
−h
ρo(Uo − c)
2φ3ZdZ
2
∫ 0
−h
ρo(c− Uo)φ2ZdZ
, δ =
∫ 0
−h
ρo(Uo − c)
2φ2dZ
2
∫ 0
−h
ρo(c− Uo)φ2ZdZ
. (3.8)
Selanjutnya, apabila peubah-peubah θ dan τ pada Persamaan (3.7)
dikembalikan ke peubah fisis x dan t, maka Persamaan (3.7) menjadi
At + cAx + µαAAx + δAxxx = 0. (3.9)
Persamaan (3.9) sama dengan Persamaan KdV yang telah dihasilkan
oleh Benney (1966)[2] dengan η = αA. Persamaan (3.7) disebut per-
samaan KdV bagi gelombang internal pada orde O(α2).
Apabila koefisien µ pada Persamaan (3.7) sama dengan nol, maka
Persamaan KdV (3.7) menjadi tidak bisa digunakan, karena masalah
yang ditinjau merupakan masalah tak linear. Jadi diperlukan suatu
persamaan gerak dengan orde yang lebih tinggi.
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3.2. Fluida Dalam. Pembahasan persamaan gerak gelombang inter-
nal pada fluida ideal yang memiliki kedalaman yang sangat besar di-
lakukan dengan menggunakan distribusi rapat massa pada keadaan
setimbang ρo(z) seperti pada Gambar 1.b. Misalkan domain fluida
didefinisikan sampai pada kedalaman h yang sangat besar sehingga da-
pat diberlakukan Persamaan (2.14) dengan Syarat batas (2.15). Penye-
lesaian Persamaan (2.14) dengan Syarat batas (2.15) pada domain
−h ≤ Z ≤ 0 ditentukan berdasarkan penyelesaian pada lapisan atas
−ho < Z ≤ 0 dan penyelesaian pada lapisan bawah −h ≤ Z < −ho
dengan memperhatikan syarat-syarat kekontinuan di Z = −ho. Nilai
ho ditetapkan sebagai kedalaman dengan rapat massa yang berubah ke
nilai konstan, seperti diillustrasikan pada Gambar 1.b.
Untuk lapisan atas, yaitu −ho < Z ≤ 0, substitusi Uraian asimtotik
(3.1) ke dalam Persamaan (2.14) dan ke dalam Syarat batas (2.15) di
Z = 0. Kemudian gunakan keseimbangan α dan ǫ (α = ǫ, hubungan
ini yang membedakan dengan penurunan persamaan KdV) dan ben-
tuk ξ1 yang diberikan pada Persamaan (3.2); koefisien α menghasilkan
masalah nilai batas untuk φ berikut(
ρo(Uo − c)
2φZ
)
Z
+ ρoN
2φ = 0, −ho < Z < 0,
(Uo − c)
2φZ − gφ = 0 di Z = 0. (3.10)
Untuk orde selanjutnya, koefisien α2 memberikan masalah nilai batas
untuk ξ2 berikut(
ρo(Uo − c)
2ξ2θZ
)
Z
+ ρoN
2ξ2θ = F, −ho < Z < 0,
(Uo − c)
2ξ2θZ − gξ2θ = M di Z = 0 (3.11)
dengan
F = −2 (ρo(Uo − c)φZ)Z Aτ + 3
(
ρo(Uo − c)
2φ2Z
)
Z
AAθ,
M = −2(Uo − c)φZAτ + 3(Uo − c)
2φ2ZAAθ. (3.12)
Syarat keterselesaian bagi Masalah nilai batas (3.11) adalah∫ 0
−ho
FφdZ = ρo(Uo − c)
2(ξ2θφZ − ξ2θZφ) |
Z=0
Z=−ho (3.13)
dengan φ dan ξ2 berturut-turut penyelesaian Masalah nilai batas (3.10)
dan (3.11). Karena suku-suku ruas kanan Persamaan (3.13) di Z =
−ho belum diketahui, maka akan ditentukan nilai-nilai φ dan ξ2θ be-
serta turunannya terhadap Z di Z = −ho dengan menggunakan hasil
fluida di lapisan bawah.
Pada lapisan bawah, yaitu−h ≤ Z < −ho, dimisalkan ξ = αξ¯(θ, Z¯, τ)
dengan Z¯ = ǫZ, rapat massa ρo(z) = ρ∞ yang diasumsikan konstan
dan Uo = 0. Peubah-peubah di lapisan bawah ditandai dengan garis
atas (¯·). Jika semua ini disubstitusi ke Persamaan (2.14) dan Syarat
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batas (2.15) di Z = −h, maka koefisien α menghasilkan masalah nilai
batas
ξ¯θθθ + ξ¯Z¯Z¯θ = 0, −αh < Z¯ < −αho,
ξ¯θ(θ, Z¯, τ) = 0 di Z¯ = −αh, (3.14)
ξ¯θ(θ, Z¯, τ) = ξo di Z¯ = −αho
dengan ξ0(θ, τ) ditentukan berdasarkan hasil-hasil pada lapisan atas.
Dengan menggunakan metode integral Fourier, penyelesaian Masalah
nilai batas (3.14) dinyatakan dalam bentuk integral, yaitu
ξ¯θ(θ, Z¯, τ) =
1
2π
∫
∞
−∞
ξˆ0(k, τ)
sinh(kZ¯ + αkh)
sinh(αk(h− h0))
exp(ikθ)dk
dengan
ξˆ0(k, τ) =
∫
∞
−∞
ξ0(θ, τ) exp(−ikθ)dθ.
Turunan pertama ξ¯θ terhadap Z di Z = −ho adalah
ξ¯θZ(θ,−h0, τ) =
α
2π
∫
∞
−∞
k coth(kH) exp(ikθ)ξˆ0(k, τ)dk (3.15)
dengan H = α(h− h0).
Untuk memperoleh nilai-nilai φ dan ξ2θ beserta turunannya terhadap
Z di Z = −h0, dimisalkan penyelesaian ξ dan turunannya terhadap Z
di lapisan atas dan lapisan bawah, sama sampai O(α2) di Z = −h0.
Dengan demikian dari uraian asimtotik penyelesaian ξ lapisan atas dan
lapisan bawah memberikan
αξ1(θ,−h0, τ) + α
2ξ2(θ,−h0, τ), = αξ¯(θ,−h0, τ),
αξ1Z(θ,−h0, τ) + α
2ξ2Z(θ,−h0, τ) = αξ¯Z(θ,−h0, τ). (3.16)
Dari bentuk ξ1 yang diberikan pada (3.2), koefisien α dan α
2 un-
tuk persamaan pertama pada (3.16) sesudah diturunkan terhadap θ
berturut-turut memberikan ξo = Aθ(θ, τ)φ(−ho) dan ξ2θ(θ,−ho, τ) = 0.
Koefisien α dan α2 untuk persamaan kedua pada (3.16) sesudah ditu-
runkan terhadap θ berturut-turut memberikan ξ1θZ = 0 dan αξ2θZ =
ξ¯θZ . Karena ξ¯θZ = O(α), lihat Persamaan (3.15), maka diperoleh
φZ(−ho) = 0 dan
ξ2θZ(θ,−h0, τ) =
1
2π
∫
∞
−∞
k coth(kH) exp(ikθ)ξˆ0(k, τ)dk.
Jika dinormalkan sehingga φ(−h0) = 1, diperoleh ξ0 = Aθ(θ, τ) se-
hingga
ξ2θZ(θ,−h0, τ) =
1
2π
∫
∞
−∞
k coth(kH) exp(ikθ)F (Aθ)dk
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dengan
F (A) =
∫
∞
−∞
A(θ, τ)exp(−ikθ)dθ.
Jika nilai-nilai φ dan ξ2θ beserta turunannya terhadap Z di Z = −ho
yang diperoleh di atas disubstitusi ke dalam Persamaan (3.13), maka
diperoleh persamaan untuk A(θ, τ) berikut
Aτ + µ¯AAθ + δ¯L(Aθ) = 0 (3.17)
dengan
L(Aθ) = −
1
2π
∫
∞
−∞
k coth(kH) exp(ikθ)F (Aθ)dk. (3.18)
Koefisien µ¯ dan δ¯ berturut-turut diberikan oleh persamaan
µ¯ =
3
∫ 0
−ho
ρo(Uo − c)
2φ3ZdZ
2
∫ 0
−ho
ρo(c− Uo)φ2ZdZ
, δ¯ =
c2ρ∞
2
∫ 0
−h0
ρ0(c− Uo)φ2ZdZ
. (3.19)
Untuk H →∞, Persamaan (3.18) menjadi
L(Aθ) = −
1
2π
∫
∞
−∞
| k | exp(ikθ)F (Aθ)dk. (3.20)
Dengan menggunakan integral kompleks diperoleh∫
∞
−∞
exp(−ikθ)
θ¯ − θ
dθ¯ = iπ(sgn(k)) exp(−ikθ).
Jadi
| k | F (A) =
∫
∞
−∞
H(Aθ) exp(−ikθ)dθ
dengan
H(A) =
1
π
∫
∞
−∞
A(θ¯, τ)
θ¯ − θ
dθ¯
yang merupakan transformasi Hilbert dari A. Persamaan (3.20) berben-
tuk
L(Aθ) = −H(Aθθ)
dan Persamaan (3.17) menjadi
Aτ + µ¯AAθ − δ¯H(Aθθ) = 0 (3.21)
dengan koefisien µ¯ dan δ¯ yang diberikan pada Persamaan (3.19).
Selanjutnya, jika peubah-peubah θ dan τ pada Persamaan (3.17) dan
Persamaan (3.21) dinyatakan kembali ke dalam peubah fisis x dan t,
maka Persamaan (3.17) dan Persamaan (3.21) berturut-turut menjadi
At + cAx + αµ¯AAx + δ¯L(Ax) = 0 (3.22)
dan
At + cAx + αµ¯AAx − δ¯H(Axx) = 0. (3.23)
Jika η = αA, maka Persamaan (3.22) adalah persamaan yang di-
hasilkan oleh Kubota, Ko, dan Dobbs (1978) [10], dan Persamaan
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(3.23) sama dengan yang dihasilkan oleh Ono (1975) [14]. Persamaan
(3.17) dan (3.21) berturut-turut disebut persamaan ILW dan persamaan
BO dengan orde O(α2).
4. Penutup
Persamaan-persamaan gerak gelombang internal di laut diturunkan
dari persamaan dasar dalam suatu formulasi Lagrange dengan meng-
gunakan dua asumsi berikut ini. Asumsi pertama, gelombang mem-
punyai panjang gelombang yang cukup panjang dan amplitudo yang
cukup kecil. Asumsi kedua, gelombang internal yang ditinjau didom-
inasi oleh gelombang yang merambat hanya secara horizontal dalam
satu arah. Dengan menggunakan metode asimtotik terhadap simpan-
gan vertikal partikel fluida dari posisi kesetimbangannya, diperoleh
persamaan gerak untuk fluida dangkal yang berupa persamaan KdV
dan untuk fluida dalam berupa persamaan BO. Koefisien-koefisien per-
samaan KdV dan persamaan BO bergantung pada rapat massa dan
kecepatan arus di dalam air laut.
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